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Wir behandeln das Problem, eine stetige Funktion f im Intervall [0, 1] mit
einer erweiterten Klasse von Exponentialsummen gleichmifBig zu approximieren.
Die Klasse V,,7(S) besteht dabei aus allen reellwertigen Losungen von homogenen,
linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koefhizienten, bei
denen das charakteristische Polynom nur Nullstellen in einer Menge S der
komplexen Zahlen besitzt. Wir geben einen sehr kurzen Beweis dafiir, daB3 jede
solche Summe n-ter Ordnung hochstens # — 1 Nullstellen in [0, 1] besitzt, wenn
die Frequenzen im Streifen 7 = {AeC:|Im A | -2 #} liegen. Bei Beschrinkung
auf 7* = AeC:0 < | Im A} < L < =} liBt sich eine Minimallésung notwendig
und hinreichend charakterisieren durch eine Alternante der Linge n + k + 1
und die Minimallosung ist eindeutig bestimmt, falls die Frequenzen im Innern von
T* liegen.

1. DEFINITION
Es bezeichne C[0, I] den Raum der auf dem Intervall [0, i] stetigen,
reellwertigen Funktionen, normiert durch die Tschbeyscheff-Norm
[l = max{|f(H)]: 0 <t < I} fe [0, 1],

und D = d/dt den fiir differenzierbare Funktionen erkldrten Ableitungs-
operator. Fir ¢ = (¢,..., ¢,) € R* betrachten wir den Polynomoperator

Pyc; D)y:=D"+ ¢, D"+ - ¢, D¢, (1.0
Sind A, ,..., A, € C die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P,(c; A),
A€ C, die wir mit 4,(c) bezeichnen wollen,

A () :={AeC: Pyc; A) = 0},

so 148t sich (1.1) schreiben als
Pu(c; D) = []T(D —A).
vzl
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Die lineare homogene Differentialgleichung
Po(c; DYy y(t) =0 1[0, 1] (1.2)

ist eindeutig 16sbar bei Vorgabe eines beliebigen Vektors & == (b ,..., b,) ¢ R
der Anfangswerte mit

DV*l})(O) - [)), Vo l,..., . (]3)

Diese Lasung y(b, ¢} = yp(b, c; ¢} nennen wir Exponentialsumme. Sie ist
von der Ordnung », wenn sie eine Differentialgleichung der Form (1.2)
n-ter, aber keine Differentialgleichung niederer Ordnung erfilit. Zu einer
Spektralmenge S C C und # ¢ N definieren wir

Vir(S) vo={ yo(b, ) b, c e R*, A, () C S}

und
Vir(S) 1= {0}
als unsere Approximationsfamilie. Offensichtlich bilden die Ridume V,7(S)

eine aufsteigende Folge V7 (S) C V7(S)C --- C V,7(S) C -+ . Fiir die Elemente
aus V,7(S) erhalten wird die explizite Darstellung

1
yakb,eity =Y Py e

il
CY OU) cos wt T RSE) sinw,t ] (1.4)
PR

Dabei sind A, bzw. B, und w, reelle Zahien und P, bzw. @, und R, reelle
Polynome vom Grade m, bzw. m,_, . -~ 1,.... i v = 1,..., 5. Weiter muB {ir
die Ordnung £ gelten

ko= (my, 1) 22 Z (my,, 0D <l (1.3
Zum Beweis beachte man, daB sich p, schreiben 148t als

4
yn(b, cit) = Z P.(t) et

u=1

F i il%(Qv(r) — iR(1)) €M Q1) - iR(1) €
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wobei A, = B, + iw, gesetzt ist. p, ist somit Losung der Diflerentialglei-
chung k-ter Ordnung

IRCEEN [TUD = XD — K)o p(e) = 0.

Umgekehrt ist jede Losung mit reellen Anfangswerten in der Form (1.4)
ausdriickbar.

Braess [1-3] beschrinkte sich bei seinen Untersuchungen zur Exponential-
approximation auf V,”(R), d.h. Summen der Form

(1) =Y Pr)eM

Dabei hei3t / der Grad der Exponentialsumme.
Es sei SCC und ne N fest. Die Approximationsaufgabe besteht darin,
zu einer Funktion fe C[0, 1] ein Element y, € V,7(S) zu suchen, so da3 gilt

f=yll <UIf—ynl firalle y,eV,(S),

d.h. y, ist Minimallésung bei der Approximation bzgl. V,7(S) mit der
Abweichung

Pn(f) = lnf{‘:/‘_ Yn H Yn € Vnr(S)}

Nach Kammiler [6] ist die Existenz einer Minimallosung genau dann gegeben,
wenn die Spektralmenge S C C abgeschlossen ist.

2. EIGENSCHAFTEN VON EXPONENTIALSUMMEN

Neben der stetigen Differenzierbarheit der durch das Anfangswertproblem
(1.2) und (1.3) definierten Abbildung

yai R — 1,7(C)
(b, C) e yn(b) C)

interessiert die Maximalzahl der Nullstellen e¢iner Exponentialsumme.
Besitzt das charakteristische Polynom der definierenden Differentialgleichung
nur reelle Nullstellen, so ist bekannt, da3 jede Summe aus V,7(R) hochstens
n — 1 Nullstellen besitzt: Pélya-Szegd [12], Meinardus [9]. Wir zeigen auf
einfache Weise, daB3 diese Aussage richtig bleibt, wenn wir die Spektralmenge
S C C geeignet wihlen. Zunichst zwei Hilfssitze:
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LemMA 1. Es sei AeR, @,e CYO, 1] reeliwertig. Besitzt ¢, in [0, 1]
m > 1 Nullstellen, so besitzt

¥ = (D qn
in diesem Intervall mindestens m — 1 Nullstellen.

Beweis. Poélya-Szego [12, Kap V, Aufg. [8]. Dieses Lemma 46t sich
verallgemeinern, wobei dann auch komplexe Werte von A zugelassen sind.
Der Beweis gelingt mit einem auf Meinardus [10] zuriickgehenden Trick,
den dieser benutzte, um eine Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen einer
Kosinussumme zu bestimmen. Hajek [5] benutzte eine andere Methode.

LEMMA 2. Es sei AeC. A==+ jw mit 0 w <o Weiter sei g, c
C?[0, 1] reellwertig. Besitzt @, im Intervall [0, 1] m = 2 Nullstellen, so besitzt

@ = (D — D — /_\) 20
dort mindestens m — 2 Nullstellen.

Beweis. Wir definteren die Hilfsfunktion
s(wt) 1= sin (wt - Z’,,;:VS{).

Da die Funktion s(w?) im Intervall [0, 1] nulistellenfrei ist, hat nach Voraus-
setzung auch die Funktion e=#¢(t)/s(w?) in [0, 1] m Nullstellen, ndmlich die
gleichen wie ¢, . Wir betrachten die Funktion

d e o)
dr s(wt)

Sty o sHwt) -

—= s{wt) e PB2q(t) — 2B¢(t) = @olt) + wiq(1)]
= s(wt) e 3D — B+ w®) ¢lt).

Nach dem Satz von Rolie hat i(z) mindestens m — 2 Nullstellen in [0, 1],
und da e ?'s(wt) in diesem Intervall keine Nullstelle besitzt, gilt die Behaup-
tung auch fir

(D = B = @) (1) = (D — (D — A gy1).
Satz 1. Fine Spektralmenge T C C sei gegeben durch
T:=AeC:|ImAi < n}.

Dann besitzt jede Exponentialsumme aus V,"(T) héchstens n — | Nullstellen
oder verschwindet identisch.



APPROXIMATION MIT EXPONENTIALSUMMEN 285

Beweis. Wir beweisen durch vollstdndige Induktion. Die Behauptung ist
sicher richtig flir n == 1 und n = 2. Nehmen wir an, sie set richtig fur alle
1 <k<n

Sei nun y, € V,7"(T)\V;_(T), d.h. y, ist Lésung einer Differentialgleichung
(D" 4 ¢ D+ o by D - ey p(2) == 0. Dies ist dquivalent zu
(D — A)ND — Ay) (D — A, y(t) =0, wobel die A, (v = 1,..,n) ent-
sprechend ihrer Vielfachheit die Wurzeln des charakteristischen Polynoms
sind. Wir nehmen an, y, habe m Nullstellen in [0, 1] und unterscheiden
folgende Fille:

(a) Es gibt eine relle Wurzel, die wir oBdA mit A; bezeichnen. Dann hat
nach Lemma 1 (D — A)) y,(¢) mindestens m — | Nullstellen. Andererseits ist
(D — A) ya(t) e VI _(T), besitzt also nach Induktionsannahme ho6chstens
n — 2 Nullstellen in [0, 1]. Ausm — 1 =X n — 2ergibt sichdamitm <. n — L.

(b) Alle Wurzeln sind paarweise konjugiert komplex. Dann hat nach
Lemma 2 (D — A)(D — A) y,(¢r) mindestens m — 2 Nullstellen. Wegen
(D — A)d — X)) yo(t)e VI_(T) erhalten wir nach Induktionsannahme
m—2<n—3

Somit ist auch in diesem Fall m <in — | und unser Satz vollstindig
bewiesen.

Wie die Funktion y,(¢) =- sin =t € V,/(C) zeigt, kann die Spektralmenge 7'
nicht vergréBert werden.

Ist v, (b, ¢) € V,7(C) fest vorgegeben, so bezeichnen wir die reelle Tangen-
tialmannigfaltigkeit, die von sdmtlichen Ableitungen von y,(b, ¢) nach den
Parametern b, und ¢, (v = |,..., n) aufgespannt wird, mit W,”(b, ¢) und ihre
Dimension mit d(b, ¢), d.h.

W, n(b, c):= ;?:1 [bf T(b; ek T(CT] yolb, ) bF, ¢ € R%,
dim W,7(b, ¢) == d(b, ¢).
W,(b, ¢) 148t sich nach Kammler [7] andererseits angeben gemif

Lemma 3. Ist y (b, ¢)e V7 (C) eine Exponentialsumme der Ordnung k,
so gilt d(b, ¢) =n -+ k und die Tangentialmannigfaltigkeit W,7(b, ¢) ldft
sich beschreiben durch

W, (b, ¢} = {h: Q. (b, ¢c; D) P,(c; D)(t) = 0,0 < ¢ < 1}

Dabeiist P,(c; D)gemdf (1.1) der die Exponentialsumme definierende Operator
und

. o l’ k*'oy
Qulb CDY:=0ip 2y (D~ A). k]

der Operator niedrigster Ordnung, der y,(b, ¢) annulliert.
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Eine direkte Folgerung aus Satz 1 und Lemma 3 ist das folgende

LemMmA 4. Die Funktionenfamilie V,/(T) erfilllt die Haarsche Bedingung
lokal, d.h. fiir b, ¢ € R"™ mit A,(c) C T geniigt der lineare Raum W,'(b, ¢) der
Haarschen Bedingung.

3. CHARAKTERISIERUNG VON MINIMALLOSUNGEN

Die folgenden Charakterisierungssitze sind Ubertragungen der Sitze 11,
13 und 14 von Meinardus und Schwedt [11], die allerdings von einer offenen
Parametermenge ausgehen. Unsere Parametermenge sei gegeben durch

T :={AeC:0 < |ImA| < L <7} (3.1)

Die Funktionen aus V,7(7*) sind auf einer offenen Obermenge von T,
namlich C, nach dem Parameter stetig differenzierbar. Liegen alle Nullstellen
des charakteristischen Polynoms im Innern von T*, so gibt es zu jedem Param-
eter c und Ae R ein ¢, > 0 mit ce the T* fiir all ¢ € [0, r,]. Nach Collatz
und Krabs [4] erhalten wir damit

SATZ 2. Eine hinreichende und im Fall, daf3 die Frequenzen von y.(b, ¢) im
Innern von T* liegen, auch notwendige Bedingung dafiir, dafl y,(b, ¢) e V,,(T*)
Minimallésung an fe C[0, 1] beziiglich V,"(T™*) ist, ist die Existenz einer
Alternante der Linge n + k —- 1, d.h. es gibt n + k - 1 Punkte

O <ty <ty << <ty =21 (3.2)
mit
j(tp) - yn(bs (6N tv) o _‘{f(’l 1) - .,Vn(b9 c tu—rl):'
und

LAY — vaby e t) - L — pu(b. o)f

fir v =0, 1,.., 0+ k. Liegen alle Frequenzen im Innern von T*, so ist die
Minimallésung eindeutig bestimmt.

SATZ 3. Existieren n |- k + | Punkte t, in der Anordnung (3.2) mit
sgn{f(ty) - yn(bs el tv)} . ““Sgn{f(tv%) - yn(ba o [v—l)}
fiir v = 1...., n + k, so gilt fiir die Minimalabweichung die Abschiitzung

pl,.",(r‘)(;f) Z ming| f(t,) — yulb, c; 1): 0 < v < n - k.
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Bemerkung. Die Aussagen der Sitze bleiben richtig, wenn die Spektral-
menge T'* ersetzt wird durch eine in € abgeschlossene Teilmenge von T,
die noch innere Punkte enthilt.

Auf die Bedingung der inneren Punkte kann man nicht verzichten, wie
folgendes Beispiel verdeutlicht

Beispiel. Es besteht V,7({0}) aus allen Polynomen hochstens (7 — 1)-ten
Grades mit recllen Koeffizienten. Die Approximation bzgl. V,7({0}) ist also
ein lineares Problem. Nach dem Alternanten-Satz von Tschebyscheff existiert
zu einer Minimalldsung y € V,7({0}) eine Alternante der Linge n -+ 1. Diese
Lénge stimmt mit der in Satz 2 angegebenen nur dann iberein, wenn yp die
Nullfunktion ist, d.h. & == 0.
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