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Wir behandeln das Problem, eine stetige Funktion f im Intervall [0, I] mit
einer erweiterten Klasse von ExponentiaIsummen gleichmal3ig zu approximieren.
Die Klasse vnr(s) besteht dabei aus allen reellwertigen Losungen von homogenen,
linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, bei
denen das charakteristische Polynom nur Nullstellen in einer Menge S der
komplexen Zahlen besitzt. Wir geben einen sehr kurzen Beweis dafiir, daB jede
solche Summe n-ter Ordnung hochstens n - I NuJlsteJlen in [0, I] besitzt, wenn
die Frequenzen im Streifen T = {,\ E 1[: I 1m ,\ I rr} liegen. Bei Beschrankung
auf T* = {,\ E 1[: 0 < Im,\ <; L < rr} IaBt sich eine MinimaJlosung notwendig
und hinreichend charakterisieren durch eine Alternante der Lange n + k + I
und die MinimaJlosung ist eindeutig bestimmt, falls die Frequenzen im Innern von
T* liegen.

1. DEFINITION

Es bezeichne qo, I] den Raum der auf dem Intervall [0, I] stetigen,
reellwertigen Funktionen, normiert durch die Tschbeyscheif-Norm

lifil = max{lf(t)I: °:'( t I} fE qo, IJ,

und D = dldt den fUr difTerenzierbare Funktionen erklarten Ableitungs­
operator. Fur e =c (e1 , ••. , en) E IR" betrachten wir den Polynomoperator

(I.I )

Sind AI,' .. ' An E I[ die NuIlsteIlen des charakteristischen Polynoms Pnee; A),
,\ E 1[, die wir mit An(e) bezeichnen wollen,

An(c) >c P E iC: Pn(c; A) = OJ,

so lal3t sich (1.1) schreiben aJs

Pn(c; D)
nn (D - Av>.

281
0021-9045/81/12028 ii -07$02.00;0

Copyright 1981 by Academic Press, Inc .
.All rights of rcofoduction in any form reserved.



282 GUNTER WELKER

Die lineare homogene Ditferentialgleichung

Pn(C; D) y(t) o t E [0, I] (1.2)

ist eindeutig losbar bei Vorgabe eines beliebigen Vektors b (b1 , ... , bn) c, ~n
der Anfangswerte mit

b,. I, ... , fl. ( 1.3)

Diese Lasung y(b, c) -= y(b, c; t) nennen wir Exponentialsumme. Sie ist
yon der Ordnung fl, wenn sie eine DifferentiaIgleichung der Form (1.2)
fl-ter, aber keine DifTerentialgleichung niederer Ordnung erfUlIt. Zu einer
Spektralmenge S C iC und fl E N deflnieren wir

V,/(S) := {Yn(b, c): b, C E ~n, An(c) C S}

und

V(lT(S): {O}

als unsere Approximationsfamilie. Offensichtlich bilden die Riiume Vr."(S)
eine aufsteigende Foige V(lT(S) C V]T(S) C ... C Vr/(S) C .... Fur die Elemente

aus VnT(S) erhalten wird die explizite DarsteJlung

Y,,(b, c; t)
I

I P,,(t) C,\"I

" I

(1.4)

Dabei sind ;\, bzw. [3, und w, reelle Zahlen und P" bzw. Q, und R, reelIe
Polynome yom Grade m" bzw. 1111 ", fL I, ... , I: ~, cc~ I, ... , s. Weiter mu13 fUr
die Ordnung k gelten

k
I

L (Ill"
j).co,l

I) 2 I (1Il/t'
,. 1

I) 11. ( I. 5)

Zum Beweis beachte man, daf3 sich y" schreiben liif3t als

Yr.(b, c; t)
I

I P,,(t) cA"t

~t=l

s

+- 1 I {(Q,(t) - iRv(t)) C,\",I -1- (Q,(t) 1- iR,(t)) i",I:.
1.'~·,·1
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wobei ;\l+v = f3v + iwv gesetzt ist. Yn ist somit Losung der DifTerentialglei­
chung k-ter Ordnung

l s

TI (D - ;\3",,+1 TI ((D - ;\l+v)(D - Al ,.))III,cv+1 yet) = 0.
1'=1

Umgekehrt ist jede Losung mit reellen Anfangswerten in der Form (1.4)
ausdriickbar.

Braess [1-3] beschrankte sich bei seinen Untersuchungen zur Exponential­
approximation auf vnr(IR), d.h. Summen der Form

I

y(t) = I P,,(t) (,A"f.
p~l

Dabei heil3t I der Grad der Exponentialsumme.
Es sei sec und n E N fest. Die Approximationsaufgabe besteht darin,

zu einer Funktion f E qo, I] ein Element Yo E vnr(s) zu suchen, so da13 gilt

fUr alle Yn E vnr(s),

d.h. Yo ist Minimallosung bei der Approximation bzgl. VnT(S) mit der
Abweichung

Pn(f) := inf{1:f - Yn II: Yn E vnr(s)}.

Nach Kammler [6] ist die Existenz einer Minimallosung genau dann gegeben,
wenn die Spektralmenge sec abgeschlossen ist.

2. EIGENSCHAFTEN VON EXPONENTIALSUMMEN

Neben der stetigen Differenzierbarheit der durch das Anfangswertproblem
(1.2) und (1.3) def1nierten Abbildung

(b, c)--+ Yn(b, c)

interessiert die Maximalzahl der N ullstellen einer Exponentialsumme.
Besitzt das charakteristische Polynom der definierenden Differentialgleichung
nur reelIe NullsteIlen, so ist bekannt, da13 jede Summe aus VnT(IR) hochstens
n - I Nullstellen besitzt: P6lya-Szego [12], Meinardus [9]. Wir zeigen auf
einfache Weise, da13 diese Aussage richtig bleibt, wenn wir die Spektralmenge
sec geeignet wahlen. Zunachst zwei Hilfssatze:
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LEMMA I. Es sei A E IR. 'Po E CI[O, I) reellwertig. Besitzt (Po in [0, 1)
m > I Nullstellen, so besitzt

'P1=C (D /\) g'o

in diesem Intervall mindestens m - I Nullstelll'n.

BeweLL P6lya~Szego [12, Kap Y, Aufg. 18]. Dieses Lemma lal3t sich
verallgemeinern, wobei dann auch komplexe Werte von A zugelassen sind.
Oer Beweis gelingt mit einem auf Meinardus [10] zuriickgehenden Trick,
den dieser benutzte, urn eine Schranke fUr die Anzahl der Nullstellen einer
Kosinussumme zu bestimmen. Hajek [5] benutzte eine andere Methode.

LEMMA 2. Es sl'i i\ E C. /\ f3 + iv) mit °
C2[0, I] reellwertig. Besitzt 'Po im Intervall [0, I] m

'PI .~ (D .~. A)(D - A) goo

dart mindestens 111 - 2 iVullstellen.

Beweis. Wir definieren die Hilfsfunktion

W TT. Weiter sei 'Po E

2 Nullstellcn, so besitzt

Da die Funktion s(wt) im Intervall [0, I] nullstellenfrei ist, hat nach Yoraus­
setzung auch die Funktion e-Bt'Po(t)/s(wt) in [0, I] In Nullstellen, namlich die
gleichen wie 'Po . Wir betrachten die Funktion

.cI !S2(wt)C( ~1<£1)~O I
cit cit s(wt) I

~ s(wt) I' BI[(32 <flo(t) - 2f3epo(t) <Fo(t) -I w2qo(t))

.cc s(wt) eBI((D -- f3f + ( 2
) 'Io(t).

Nach dem Satz von Rolle hat ifi(t) mindestens m - 2 Nullstellen in [0, I),
und da e-8Is(wf) in diesem 1ntervall keine N ullstelle besitzt, gilt die Bchaup­
tung auch fur

((D- /\)(D A)) <flu(t).

SATZ 1. Eine Spektralmenge Tee sei gegeben clurch

T : =c {A E C: I IrnA! < TT}.

Dann besitzt jede Exponentialsumme aus VnT(T) hochstens n -~ I Nullstellen
oder verschwinclet identisch.
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Beweis. Wir beweisen dureh vollstiindige Induktion. Die Behauptung ist
sieher riehtig fUr n =~ lund n =, 2. Nehmen wir an, sie sei richtig fUr aile
I ~ k ~ n.

Sei nun Yn E vnr(T)\ V~_l(T), d.h. Yn ist Losung einer DifTerentialgleichung
(Dn +- elDn-l +- ." +- en.lD ;- en) yet) =c 0. Dies ist aquivalent zu
(D - Al)(D - A2) ." (D - A,J yet) 0, wobei die t\ (v= 1,.,.,11) ent­
spreehend ihrer Vielfaehheit die Wurzeln des eharakteristischen Polynoms
sind. Wir nehmen an, Yn habe m Nullstellen in [0, I] und unterscheiden
folgende Falle:

(a) Es gibt eine relle Wurzel, die wir oBdA mit Al bezeiehnen. Dann hat
nach Lemma 1 (D - AI) Yn(t) mindestens m - I Nullstellen. Andererseits ist
(D - AI) Yn(t) G V~_I(T), besitzt also nach Induktionsannahme hochstens
n - 2 Nullstellen in [0, I]. Aus m - I 11 - 2 ergibt sieh damit m n - I.

(b) AIle Wurzeln sind paarweise konjugiert komplex. Dann hat nach
Lemma 2 (D - AI)(D - AI) Yn(t) mindestens m - 2 Nullstellen. Wegen
(D - AI)(d - AI) Yn(t) E V,:_2(T) erhalten wir naeh Induktionsannahme
m - 2 n - 3.

Somit ist aueh in diesem Fall m n - I und unser Satz vollstandig
bewiesen.

Wie die Funktion Y2(t) sin TTt E v2r(iC) zeigt, kann die Spektralmenge T
nieht vergro!3ert werden.

1st Yn(b, e) E vnr(iC) fest vorgegeben, so bezeichnen wir die reelle Tangen­
tialmannigfaltigkeit, die von samtliehen Ableitungen von Yn(b, e) nach den
Parametern bv und ev (v = I, ... , n) aufgespannt wird, mit wnr(b, c) und ihre
Dimension mit deb, e), d.h .

• n • • .. I
wnr(b, e) :== \/ I. [b,~ --:-b- .\ c,~ ~-] Yn(b, e): b,*', c: E !R

I
',

l'~.cl (J1 (CI) .

dim wnr(b, c) == d(b, c).

Wr.'(b, e) JaI3t sich naeh Kammler [7] andererseits angeben gemii!3

LEMMA 3. 1st Yn(b, c) E i'nr(iC) cine Exponcntialsumme dcr Ordl1ung k,
so gilt deb, c) = n -+- k und die Tangentialmannigfaltigkeit Wnr(b, e) liijJt
sieh besehreiben durch

wnr(b, e) = {h: Qn(b, c; D) Fn(e; D)h(t) = 0, ° I}.

Dabei ist Pnee; D) gemiijJ (1.1) der die Exponentialsumme dejinierende Operator
und

k
k

0,
I,

der Operator niedrigstcr Ordnung, der Yn(b, c) annulliert.
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Eine direkte Folgerung aus Satz 1 und Lemma 3 ist das folgende

LEMMA 4. Die Funktionenfamilie vnr(T) e/fullt die Haarsche Bedingung
lokal, d.h.fur b, c E IRn mit /in(c) C T genugt der lineare Raul11 wnr(b, c) der
Haarschen Bedingung.

3. CHARAKTERISIERUNG VON MINIMALLOSUNGEN

Die folgenden Charakterisierungssiitze sind Obertragungen der Siitze II,
13 und 14 von Meinardus und Schwedt [11), die allerdings von einer offenen
Parametermenge ausgehen. Unsere Parametermenge sei gegeben durch

T* : = {A E C: °< 1 [m A i L < 7T}. (3.1)

Die Funktionen aus vnr(T*) sind auf einer offenen Obermenge von T*,
niimlich C, nach dem Parameter stetig differenzierbar. Liegen aile Nullstellen
des charakteristischen Polynoms im [nnern von T*, so gibt es zu jedem Param­
eter c und hE IRn ein to > Omit c E th E T* fUr all t E [0, to)' Nach Collatz
und Krabs [4) erhalten wir damit

SATZ 2. Eine hinreichende und im Fall, daft die Frequenzen von Yn(b, c) im
lnnern von T* liegen, auch notwendige Bedingung dafur, daft Yn(b, c) E vnr(T*)
Minimallosung an f E qo, I) bezuglich Vnr(T*) ist, ist die Existenz einer
Alternante der Lange n + k " I, d.h. es gibt n I, k [Punk te

mit ° (3.2)

und

i!(tJ - Yn(b, c; tJi if- Yn(b, c)1

fur v = 0, I,.", n -I- k. Liegen aile Frequenzen im Innern von T*, so ist die
Minimallosung eindeutig bestimmt.

SATZ 3. Existieren n i k + I Punkte t" in der Anordnung (3.2) mit

sgn{f(tJ - Yn(b, c; tJ}

fur v = I .... , n + k, so gilt fur die Minimalabweichung die Abschiitzung

v n· k}.
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Bemerkung. Die Aussagen der Satze bleiben richtig, wenn die Spektral­
menge T* ersetzt wird durch eine in (: abgeschlossene Teilmenge von T*,
die noeh innere Punkte enthalt.

Auf die Bedingung der inneren Punkte kann man nieht verzlchten, wle
folgendes Beispiel verdeutlicht

Beispiel. Es besteht VnT({O}) aus allen Polynomen hochstens (n - I)-ten
Grades mit reellen Koeffizienten. Die Approximation bzgl. VnT({O}) ist also
ein lineares Problem. Nach dem Alternanten-Satz von Tschebyscheff existiert
zu einer Minimallosung y E VnT({O}) eine Alternante der Lange n + I. Diese
Lange stimmt mit der in Satz 2 angegebenen nul' dann uberein, wenn y die
Nullfunktion ist, d.h. k ,~ O.
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